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Les ingrédients de base des algorithmes

o Données (variables)

o Instructions (affectations, structures de controle)
Problemes:

o Calcul du modulo 3 d’un grand nombre

o Recherche du minimum dans une liste

o Probleme du voyageur du commerce

o Comparaison tous contre tous

o L’algorithme d’Euclide (pgdc)



ICC-T 9 : Comparaisons tous contre tous

=P

L

1 2 3 4 5
1 111 1,2 13 14 1,5
2 |21 22 23 24 25
3 (3,1 32 33 GEEE
4 |41 42 43 44 45
5 [ 51 52 53 54 55

L

Tous différents

entrée : liste L de n objets
sortie : valeur binaire oui/non

S« oui
Pour i allantde 1 a n-1 :
Pour k allant de i+1 a n :
Si L(i) = L(k), alors s < non
Sortir : s




ICC-T10

= Les sous-algorithmes

o Probleme: Tri parinsertion

= Lacomplexité temporelle

o nombre d’opérations élémentaires dans le pire des cas

= La notation Grand Theta ®

o Probleme : Deux font la paire




ICC-T 10 : Question:

Analysons trois algorithmes différents :

Algorithme A

s« 0
Pouriallantdelan:
Pourjallantde 1 an:
ses+ 1
Sortir: s

Quelle est la complexité temporelle ©

de chaque algorithme ?

Algorithme B

s<0
Pouri allantde 1 an:
Pourjallantdeian:
ses+ 1
Sortir: s

Si n =1000, combien d’opérations
(environ) effectue chaque algorithme ?

Algorithme C

s« 0

i1

Tantquei <n:
ses+ 1
j—ix2

Sortir: s




ICC-T 10 : Tri par insertion (algorithme entier)

insérer

permuter

entrée: liste L de taille n entrée: liste L, indice 7 entrée: liste L, indices jet k&
sortie: liste L triée dans I’ordre sortije: liste L avec I’élement L(i) sortie: liste L avec les éléments
croissant bien placé L(j) et L(k) permutés
Pouriallantde2an: : : : A temp < L(j)
Tant >1etl(i) <L(i-1): .
Si L(i) < L(i-1), alors antquei>1etl()<L(-1) L(j) « L(K)
N . L < permuter(L, i, i-1)

L < insérer(L, i) i i1 L(k) S temp

Sortir: L Sortir - L Sortir: L

cPrL




ICC-T 10 : Notation O(:) :

Cott de I'algorithme

cPrL
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Comparaison des Complexités Algorithmiques

— (1)

—— O(logn)

—0(n)

—— O(nlogn)
0(n?)

— 0(2")
o(n!)

) /

10° 10° 102

n (taille de 'entrée)

Ordres de grandeur

£ 3

£ 10

T

o
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Impraticables : @(2™), O(n!)

Plus lents, mais souvent acceptés : @(n?) ... O(n*), O(n.log(n))

Rapides: 0(1), @(logn), @(n)

Comparaison des Complexités Algorithmiques

= @(1)‘
| | —— O(logn)

©(n)
—— O(nlogn)
i e(n?)

s

10° 10! 10?
n (taille de entrée)




ICC-T 10 : Question:

Quelle est la complexité temporelle © Sin =10 000, combien de fois (environ)
de chaque algorithme ? la comparaison de somme est-elle

effectuée dans le pire des cas ?

Somme cible — Version 1 Somme cible — Version 2

R ) ) entrée: liste ordonnée L de /7nombres entiers,
entrée: liste L de nnombres entiers, cible & cible k&

sortje . oui si deux éléments somment a k& sortie: oui si deux éléments somment a k

. . <1
Pouri allantde 1 an-1:

. coa s jen
Pourjallantdei+1 an: Tant C i
A . . que: < j:
SiL() + L,(J) - !" alors : Si L(i) + L(j) = k, alors : Sortir : oui
Sortir : Sortir oui SiL())+ L)< kalors: i «i+1
SULLRa UL SiL(i)+L(j)>kalors: j«j—1

Sortir : non




ICC-T11

= Larécursivité
o [Factorielle - 1 appel récursif
o Suite de Fibonacci - 2 appels recursifs

o Tours de Hanol - 3 appels récursifs

= Lelogarithme dans la complexité

o Recherche dichotomique - O(log, n)

o Triparfusion - 0(nlog, n)

=PrL



ICC-T 11: Probleme : Fibonacci

Fs
1,1,2,3,5,8 13, 21, 34, ... —
Fy
Le nieme terme de la suite de Fibonacci.
FmM)=Fn—-1)+Fn-2
(n) = F(n—1) + F(n - 2) F,
F(O)=F(1) =1 AN
| F 2 F 1
Fibonacci N
entrée : entier naturel n Fl FO
sortie : nieme nombre dans la suite de Fibonacci Redondant
Sin<=1
Sortir: 1 A .
Sinon Complexité:
Sortir : Fibonacci(n - 1) + Fibonacci(n - 2)

0(¢")
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ICC-T 11: Recherche dichotomique

= Probleme
o ldentifier si un élément fait partie d'une liste ordonnée.

entrée : Liste ordonée L de nombres entiers de taille n

objet X qu’on veut chercher
sortie : oui si x est dans L, non sinon

Sin=1
Sortir: x=1L(1)
milieu « EJ

Si x < L(milieu)

Sortir : Dichotomie(L(1 : milieu), milieu, x)
Sinon

Sortir : Dichotomie(L(1+milieu : n), n - milieu, x)

cPrL



ICC-T 11 : Complexité temporelle : Tri par fusion

log, n <

Listes de taille 1 (triées)

Fusion : O(n)

log, n <

Fusion : () (n)

cPrL
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Algorithme entier : Tri par fusion

fusion

entrée : Liste L non triée de nombres entiers,

de taille n
sortie : Liste L’ triée

Sin=1
Sortir: L

milieu « EJ

L1 « Tripar fusion(L(1 : milieu), milieu)

Lo « Tripar fusion(L(1+milieu : n), n - milieu)
L’ « fusion(L4,L,)

Sortir: L’

cPrL

entrée : Listes ordonnées L4, L de taille m; et m, resp.
sortie : Liste L de taille m; + m; également ordonnée

j1 <1
Jo <1
j<1

Tantquej: <mqetjo<m,:

Si L1(j1) < L2(2) :
L() < L1(i1)
jreji+1

Sinon :
L(j) < L2(2)
jo<j2+1

jeitn

Sij1=m1+1:

Tantquej, <m,:

L() < L2(j2)

j2 < j2+1

jej+1
Sinon :

Tantquej, <m;:

L@) < L1(4)
j1<jr+1
jej+1

Sortir: L

13



ICC-T 12

Algorithmes gloutons
Programmation dynamique

o Rendu de pieces de monnaie

Memoisation

o Suite de Fibonacci

Théorie de la calculabilité : décidabilité

o Le probleme de I'arrét

14



Pas toujours la solution
ICC-T 12 : Algorithmes gloutons optimale du probleme

Rendu glouton

entrée : z = 0.60 Considérons maintenant z = 0.60, avec
p={0.10,0.30,0.40 } ’ PPN .
sortie : 7 'ensemble des pieces:
Siz=0
~ Sortir:g P={0.10, 0.30, 0.40}
Sip=0ouz<p,
Sortir : « Rendu exact impossible »
Siz<p, Résultat :
Sortir : Rendu glouton(z, p \ { pPn})

: Sortir : {p,,} U Rendu glouton(z - p,, p) { 040, 010, 010 }
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Ce qui est certes un rendu exact, mais ne minimise pas le
nombre de pieces rendues, car il aurait mieux valu rendre :
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ICC-T 12 : Programmation dynamique :
Rendu de pieces de monnaie

a
. Exemple :
7 .
@ - P={0.30,0.40},z=10
ﬂ rendu( 1.0, {0.30, 0.40})
%{\/ utiliser 0.40 ( \ ne plus utiliser 0.40

X rendu( 0.60, {0.30, 0.40}) rendu( 1.0, {0.30})
’;_ O/\ utiliser 0.40 [ \ ne plus utiliser 0.40 \ utiliser 0.30
- rendu( 0.20, {0.30, 0.40}) rendu( 0.60, {0.30}) rendu( 0.70, {0.30})
Probléme! utiliser 0.30 utiliser 0.30
rendu( 0.30, {0.30}) rendu( 0.40, {0.30})
utiliser 0.30 utiliser 0.30
rendu( O, {0.30}) rendu( 0.10, {0.30})

Rendu exact ! & Probleme!
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ICC-T 12 : Fibonacci : memoisation

®(¢n) Fibonacci naive

entrée : entier naturel n
sortie : nieme nombre dans la suite de Fibonacci

Sin<1
Sortir: 1
Sinon
Sortir : Fibonacci naive(n - 1) + Fibonacci naive(n - 2)

ow

entrée : entier naturel n, liste des résultats memo
sortie : nieme nombre dans la suite de Fibonacci

Sin<1
Sortir: 1
Si n est dans memo
Sortir : memo[n]
Sinon
memo[n] < Fibonacci(n - 1, memo) + Fibonacci(n - 2, memo)
Sortir : memo[n]
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ICC-T12: Le probleme de l'arrét

=  Supposons, par hypothése, qu'un tel algorithme A existe,
c’est-a-dire:
» AP, X) sort oui si P(X) s'arréte
» A(P, X) sort non si P(X) continue indéfiniment

= A partir de cet algorithme A, on construit un autre algorithme qu’on
appelle « M. Non » : M. NON

entrée : algorithme P
sortie : aucune

Si A(P, P) = oui, alors :

Effectue une boucle infinie
Sinon

S’arréter




ICC-T13

Dénombrement

P : Resoudre en temps polynomial

NP : Vérifier en temps polynomial

Problemes d’optimisation discrete

19



ICC-T 13 : Limites des algorithmes

= A = Ensemble de tous les = B = Ensemble de toutes
algorithmes définissables. les sorties possibles.
—— \

L\

< _—

= Existe-t-il une fonction définissable (via un algorithme) N on
pour calculer chaque élément de B ? 2

0

cPrL



ICC-T 13 : Classe P : Résoudre en temps polynomial

La classe P est I'ensemble des problémes qui peuvent étre
resolus en temps polynomial

o il existe un algorithme de résolution dont la complexité
temporelle est

O (Tlp) pour des donnees d'entree de taille n
(avec p = 1 un nombre fixé)

21



ICC-T 13 : Classe NP : Vérifier en temps polynomial

La classe NP est 'ensemble des problémes pour lesquels, si
on nous propose une solution du probleme, il est alors
possible de

vérifier en temps polynomial si celle-ci en est une ou pas.

Remarques:

o NP ne veut pas dire « non-polynomial »
o P c NP:ll estplus facile de vérifier une solution

que d’en proposer une'!

o Tous les problemes appartenant a la classe P

appartiennent également a la classe NP!
22



ICC-T 13 : Classification des problemes

Difficulté

< Décidables < Indécidables

———

* Factorisation * Le probleme

R * Probleme de lI'arrét
du sac a dos
 Probleme de I'équivalence

des programmes

« Sommes de
sous-ensembles\ NP-difficiles

* Recherche
dans une liste

P - Tri

Probléme du pavage
NP-complets pavag

*  Probleme de la validité en

 Le probleme arithmétique

du voyageur du
commerce

NP o

cPFL 23
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